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Resumen

Presentamos temas matemaéaticos de andlisis de composicién musical, priorizando un punto de vista
matemadtico, en contraste con uno de tipo musical. Si bien esd dirigido a lectores con mayor interés
en el andlisis de la composicién musical, hemos procurado ser rigurosos en la presentacion de las ideas
matemaéticas involucradas.
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1 Introduccion

La Teoria Musical ha tenido diversos acercamientos con las Matemaéticas, y acaso de las seis Bellas Artes
Cléasicas, a saber, arquitectura, escultura, pintura, musica, declamacién y danza, la musica es la que se ha
tratado mds con métodos matematicos, atiin desde los tiempos de Pitdgoras de Samos. En la segunda mitad
del S. XIX, Hugo Riemann (1849-1919) propuso una serie de transformaciones entre notas y acordes y la
composicién de ellas las estudié desde el punto de vista de la Teoria de Grupos.

Presentamos aqui, sin pretension alguna de originalidad, diversos formalismos que permiten el andlisis
de composiciones musicales como estructuras algebraicas, como productos de graméticas formales y como
productos de procesos estocasticos.

Inicialmente, presentamos las operaciones riemannianas siguiendo un enfoque convencional introducido
en [2] y que se ha utilizado en diversos andlisis de musica popular [1]. Recordamos la nocién de triadas
y sus diversas connotaciones, tanto como acordes que como transformaciones. Buscamos ser precisos en
distinguir esas dos connotaciones, lo que es muy comun pasar por alto en textos de Teoria Musical. Después
presentamos las acciones de grupos simétricos y de otros semigrupos sobre las triadas. Pasamos luego a
considerar los 6rdenes de tonos y operaciones para generar unos a partir de otros. Aqui ponemos especial
cuidado en calcular cudntas tales transformaciones existen.



Finalmente, a manera de aplicaciones en Composicién Musical recordamos laconstruccién de graficas de
tonos, etiquetadas por operaciones entre triadas, y describimos las trayectorias como palabras resultantes de
gramaticas regulares, esto en linea con tratados mas extensos de composicién musical basada en gramaticas
formales [3, 4]. También, vistas las trayectorias como paseos aleatorios, describimos someramente la nocién de
procesos markovianos, enfoque muy usual en la actualidad en la composicién musical de tipo automdtico [5].

2 Operaciones riemannianas

En la musica occidental, 12 semitonos componen la escala dodecafonica o cromdtica, de ellos 7 son diatdnicos:
do, re, mi, fa, sol, la, si, y b cromdticos: do#, re#, fa#, sol#, la#, y puestos en forma ascen-
dente quedan: do, do#, re, re#, mi, fa, fa#, sol, sol#, la, la#, si. Se les pone en correspon-
dencia con los elementos de Zi. En simbolos, si

To = {do, do#, re, re#, mi, fa, fa#, sol, sol#, la, la#, si} (1)

entonces vy : Zi1a — Ty es la numeracién ascendente. También Zio X Zs representa a la coleccion T de
semitonos, calificado cada uno de mayor o menor. Sea v tal correspondencia que traslada la estructura
algebraica, de grupo aditivo, de Zj2 X Zs a T. De hecho T = Ty x {mayor, menor} y v = (vg,t2), donde
t2(0) = mayor e t2(1) = menor,
Z12 X 7 es un grupo abeliano con la estructura de suma directa de sus factores, y es de orden 24 = 12- 2.
Si un semitono r se toma como una raiz, se establece que

e su triada mayor es la tripleta de semitonos mayor(r) = (r,r +4,7r +7) € Z3, y
e su triada menor es la tripleta de semitonos menor(r) = (r,7 + 3,7 +7) € Z3,.

Sea M = {mayor(r)| r € Zi2} U {menor(r)| r € Z12}. Asocidndole a cada triada en M su raiz y el indice 0 si
es mayor y el indice 1 si es menor entonces M se pone en correspondencia con Zyg X Zo. Sea ji : Zno X Lo — M
tal correspondencia biunivoca. Mediante u, también se traslada la estructura algebraica de Z1o X Zo a M.
Naturalmente, existe 7 : T — M biyectiva tal que p = 7o v.

Zlg X ZQ L) M (2)

A
\ |
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De hecho, en cada semitono calificado, 7 actua asocidandole la triada con raiz el semitono, siendo mayor
o menor la triada asociada en funcién de la calificacion del semitono. En textos de Teoria Musical, a los
elementos de Zs se los denota por + y — en vez de 0 y 1. Consecuentemente, a la operacion “suma modulo
2” se la denota como la “regla de los signos”. Aqui utilizaremos la notacién como nimeros.

Ahora bien, las operaciones riemannianas son las siguientes:

P:719XZo—ZiaxZo , (i,e)— P(i,e) =(i,8) = (i,1+¢), (3)

L:Z1s X 7o —Zia XxZs , (iye) =~ L(i,e) =(i+4v(e),1+¢) (4)
donde v:Zy — {—1,+1}, e = 1 — 2¢,

R:Z1a X Zo— 712 xZo , (i) = R(i,e)=(i+3v(1+¢e),l+¢). (5)

(P: Parallel; L: Leittonwechsel; R: Relative). Resulta entonces
LoR:7Ziy X Lo — Zio X Ly (i75) — (2+7’U(1 +€),€).

P, L, R son biyectivas, por lo que L o R también lo es. Puede verse que P, L, R son permutaciones de orden
2, es decir, son involuciones, en tanto que o(L o R) = 12.



- Cada aplicacién ¢ : Zio X Zo — Z12 X Zo determina una aplicacién entre triadas 2 : M — M, haciendo
Y=popoput:

M--—-—-- > M (6)

Lo X Lo — VACR YL

donde p aparece en el diagrama (2). Se confunde voluntariamente ¥ con ¢ por lo que se las denota de igual
manera. Como funciones entre triadas, las operaciones riemannianas actian como sigue:

P: (rr+4,r+7) ' (r,0) »£>(r,1) LaY (r,r+3,r4+7)
-1
(r,r+3,r+7) ' (r1) »g(r,O) LAY (ryr+4,r4+7)

L: (r,r+4,r+7) ' (r,0) »£>(r—|—4,1) B (r44, 0+ 7,7+ 11)
—1
(r,r+3,r+7) ' (1) »£>(r—4,0) T (r—4,r,r+3)
—1
R: (mr+4r+7 f (r0) Se-=31 &  (r—3rr+4)
-1
rr+3.r+7 'S 1) BE+3,00 B (r+3,r+7,r+10)
0, puesto de manera sintetizada
T . r
P: r+4—c¢ o (re) KA (r,€) LaY r+4—¢
r4+7 r4+7
r N r+(—=1)¢4
L: | red—c | " (ne) & (r+(-1f42) & [ r+(-1)Fd4+4-57
r+7 r+(—=1)*4+7
r . r+(—=1)%3
R: | r+da—c | " (o) B (¢+(=17%32 & | r+(-1)F3+4-%2
r 4T P (—1)F 347
Para s € Zq5 y dos bits dg, 01 € Zo sea
r (—1)sH% s 4
Fesos, M =M, | r+4—¢ | = | (1) s+r+4—(e+6)
r+7 (=1)=H%0 s +r+7

(la suma de bits debe entenderse en Zs). Entonces, ha de tenerse P = Fyp1, L = Fy01 vy R = F311. La
coleccién de aplicaciones (F55051)55051€Z12ng7 de cardinal 48 = 12 - 22, constituye una de transformaciones
uniformes de triadas.

De manera alternativa y maéas convencional se tiene la de las transformaciones uniformes de triadas
(uniform triadic transformations (UTT)) presentada en [2]. Tales UTT son las siguientes:

Vi e Zo VSO,Sl ISVACE G55081 clg X Ly — Do X Lo R (7)
(rie) = Geospsy (1) = (r+se,0+¢)

y cada aplicacién Gy, s, €s biyectiva, por lo que puede ser vista como una permutacién de Zja X Zs, es decir,
como un elemento del grupo simétrico Sa4. Las funciones de la forma G5, s, se llaman Wechsels (variantes),
en tanto que las de la forma Gos, s, Schritts (pasos).

De las relaciones (3)—(5) resulta P = G100, L = G144y R=G1,_33.



La coleccién de aplicaciones
G = (G55051 )58031 EZso XZfQ

es de cardinal 288 = 2-122, y de acuerdo con el diagrama (6) puede considerarse como de funciones M — M
entre triadas. También puede verse que, para dos puntos (8o, 800, 510), (91, 801, 511) € Za X Z3s:

V(r, 5) € Lz X Loy : G50500510 © G51501S11(r7 6) = G60500510 (7" + Se1,01 + 5)
= ((r+se1) + 5,400 5 o+ (31 +¢))

= G50+51,(801+551o),(511+5(1+51)0)(’r? 6) (8)
Observacién 2.1 Asi pues, G es un subgrupo de Saq y su multiplicacion obedece a la regla (8).

Observacién 2.2 En G, la subfamilia H = (Gos,s, )
de funciones, isomorfo a Zyo ® Z13.

sosy ez2, de Schritts forma un grupo con la composicion
12

Observaciéon 2.3 Resulta que las operaciones riemannianas no estan en H, pero aunque P & H se ha de
tener de (8), considerando P = G1oo:

Vsgs1 € Z2,: Po Gosysy = Gosgsy © P
y G = HU PH siendo disjunta esta dltima reunion.

Observacién 2.4 Cada funcion Gss,s, determina una permutacion de Zia X Zo que es el producto de dos
ciclos de orden 12.

En efecto si
G65051 = [(7‘00,500) (7‘11,07511,0) (7‘01,801) (7‘11,17511,1)]
entonces [roo --- T11,0] ¥ [Fo1 - -+ T11,1] son meras rotaciones de la permutacién identidad [0 1 --- 11].

Por tanto cada permutacién Gss,s, tiene como orden en el grupo simétrico Sa4 a un divisor de 24.

Por otro lado, al escribir a los puntos en Zi5 como
S00 | _ no A So1 | _ ni
510 agno + bo 511 aini + by

G507n0,a0n0+b0 © G51,7117a1n1+51 = G50+51,(n1+5(1+51)0),(a1n1+b1+5510)

la regla (8) da

que a su vez da los casos particulares
G07n0,0«0ﬂ0+b0 ° Go,nl,a1n1+b1 GO,(n1+aono+bo),(aln1+bl+aono)

GO,no,aono-‘rboOGL"lvalnl-"bl = G11(7l1+a0n0)a(alnl+bl+a0"0+bﬂ)

Gl,no ,aono+bo o GO,nl ,aini+by Gl s (n1 +a0n0+bo),(a1 ni+by +a07l0)

Glmo,ao’ﬂoero © Gl,nl,a1n1+b1 = GO,(n1+aon0),(a1n1+b1+agno+bo)

sintetizados también como

G50,n0,aono+bo © G51,n1,a1n1+b1 = G50+61,(n1+aon0+(1—61)bg),(a1n1+a0n0+b1+61bg) (9)
Ahora bien, escribiendo mg = (n1 + agng + (1 — d1)bo) y m1 = (a1n1 + agno + by + d1bg) se tiene
m; = mg-+ (a1n1 + agng + b1 + 5150) — (TL1 + agng + (1 — 51)b0)

= mg—+ [aml + agng + b1 + 01bg — n1 — agng — (1 — (51)b0]
= my + [(a1 — 1)TL1 + b1 + (1 — 2(]. — 61))b0] .

Asi pues (9) da la regla
Gfso,no,aonoero © G517n1»0«1n1+bl = G527n2»0«2n2+b2 (10)



donde

0y = dp+6;
ng = mni+aghg + (1 - 51)1)0
ag = 1
by = (a1 — 1)’)’L1 + b1 + (251 — 1)b()
En consecuencia:
do 3 o P 0
ngo | | m | _|n N ne | | A+an+(1—-0)b (1)
a | a1 | | a as | 1
bo by b bo (a — 1)n + 26b
En particular:
[ 6y ] [ 0
b0 ny | _ | (I+a)n (12)
as 1
| b2 | | (a—1)n
[ 55 ] [ 0
§=0 — | M| | (Fan+d (13)
as 1
| b2 | | (a—=1)n
[ 55 ] [ 0
5=1 — | ™ |=| (taonm (14)
as 1
| b2 | | (a—1)n+2b

Las relaciones (11)-(14) dan casos particulares de la regla (10) de composicién.

Observamos que al fijar n € Z12, la ecuacion an = b tiene 12 soluciones en Z15 cuando n = 0 y son de la
forma (a,b) = (a,0), con a € Ziz; mas cuando n # 0 hay soluciones si y s6lo si med(12,n)|b y en tal caso
para cada tal b hay m correspondientes a. En suma, la ecuacién an = b posee 12 soluciones (a,b)
para cada n € Zq2. Ahora, observamos también

agn+bg =ain+b; <= (a1 — ao)n = (bl — bo)

Por tanto, fijos § € Zy y n € Z12 hay 12 parejas (a,b) € Z5 tales que G p an+b €5 una misma funcién.

De acuerdo con la Observacién 2.4, cada permutacion Gs . qntb tiene un orden que es un divisor de 24.
Puede verse que hay 48 funciones de la forma Gs 5 qn+b, diferentes a pares, que dan permutaciones de orden
24 y todas ellas corresponden a tomar 6 = 0. Una lista exhaustiva de ellas, con repeticiones, se sintetiza con
las reglas siguientes:

e n={0,6} = mcd(12,b) =1y a con 12 posibilidades en cada caso
e mcd(12,n) =1 = b sin restricciones, a con 4 posibilidades en cada caso, con la misma paridad de b
e mcd(12,7) mod 2 =0 = mcd(2,b) =1y a con 8 posibilidades en cada caso

e mcd(12,n) =3 = mcd(3,b) =1y a con 6 posibilidades en cada caso

3 Triadas con el grupo simétrico de tres elementos

Para una triada de semitonos t = (tg,t1,t2), su triada de diferencias es D(t) = (t; —to, ta —t1,to —t2) € Z3,.
Asi pues para toda triada mayor t € M se tiene D(t) = (4, 3,5) en tanto que para toda triada menor t € M
se tiene D(t) = (3,4,5).



Se representa a Sz (el grupo de permutaciones de tres elementos) mediante las permutaciones de la lista
[3,4,5]:
SS = [[3’475]’[475’3}7[57374]’[4’3’5]?[375?4}7[5)473]]
= [0—070-170'270370-470—5}'

Asi, o¢ se identifica con la unidad o identidad, o1 con la rotacion y o3 con la reflexion. Los relatores son

entonces 02,03 y (0%03)%. Se tiene S3 = (03) U 01(03) U ci(o3). La aplicacién Zy — (03), € + 0§ es un

isomorfismo y, en consecuencia, Zs X Z12 y (03) X Z12 se identifican naturalmente. Se define
(725 : 53 X Zlg — Z?Q s (Jj,i) — (Z,’L —+ O'j(O),i —+ O'j(O) —+ O'J(l))

Sea @ = ¢(S3 x Z12), entonces card (P) =72 =6-12 = 3-24. El conjunto P consta entonces de tripletas de
semitonos, M C ® y M se identifica también con (o3) X Z12. El subgrupo de permutaciones pares As, de
tres elementos (propiamente el engendrado por la rotacién) actiia sobre ® mediante

Va € Az Vo € S3 Vi € Z1a: ad(o,i) = ¢(ao, ).

4 Representaciones de permutaciones mediante triadas

Consideremos el conjunto de semitonos Ty definido por la relaciéon (1). En el ambiente musical, una per-
mutacién de Ty se llama un orden de tonos (en inglés tone row y en alemén Tonreihe). En esta presentacién
usaremos “permutacién” de Ty y dejaremos de lado el acuerdo musical “orden”. Si se tiene una permutacion,

digamos X = [og -+ 011, se la divide de tres en tres y se escribe
Jo 01 02 70
03 04 05 1
0¢ O7 08 T2
09 010 011 73

donde cada 7; es la triada que aparece en el renglén ¢ (para facilitar su lectura, escribimos aqui como columnas
a las particulas que han de aparecer como concatenadas). En este enfoque, dada una triada 7 = (to, 1, t2) el
semitono en el medio, t; se considera raiz. A cada punto (r,e9,£1) € Z12 X Z% se le asocia la transformacion
Y(re.er) * Triadas — Triadas dada por

to to+r—4 to+7r+3
tq — Si ¢g == 0 entonces rev®' | #; en otro caso rev°! | t;
to to+1r—4 to+1r+3
to+7r+ (Teg — 4)
=rev! | #

to + 1+ (Teg — 4)

donde la aritmética es la de Z;o y rev es la funcién que revierte las triadas: (to,t1,t2) — (t2,t1,t0). €o
determina cambios entre triadas mayores y menores y €1 entre la preservacion y la reversion de modo. Asi,
para cualquier triada (to,t1,t2) se ha de tener

V(4,0,0) (to, t1, t2) = (to,t1,t2) = Y(—3,1,0)(to, t1,12).
Se introduce aqui dos modalidades de notacién:

e Si Xy = [700, T10, T20, T30] ¥ 21 = [To1, T11, T21, T31] son dos permutaciones y se tiene que (r;£,0€:1)Ti0 =
7i1, para cada i € {0, 1,2,3}, entonces se escribe [(rog00€01)(r1€10€11)(r2620€21 ) (r3€30€31)] Lo = X1

e Si 79 es una triada, X1 = [791, T11, T21, 731] €s una permutacién y se tiene que (r;€;0€:1)70 = Ti1, para
cada i € {0, 1,2, 3}, entonces se escribe [(rog00€01)(r1€10€11) (T220€21) (T3€30€31)] 70 = X1.



Para cada permutacién ¥ € Sj5 sea Cuar(X) el conjunto de cuartetas de la forma
p = (rog0001)(r1€10€11) (rag20€21 ) (r3e30e31) € (Z12 x Z3)*
tales que p X es una permutacién en Sy, es decir,
Cuar(X) = {p € (Z12 x Z2)*| I, € S12: pL =31}

Similarmente, para cada triada 7 sea Cuar(7) = {p € (Z12xZ3)*| 3L € Si2 : p7 = X}. Como un subconjunto
particular estd Cuarg(7) C Cuar(7) que consta de las cuartetas [(roeooco1)(r1€10€11) (1220821 ) (r3€30€31)] tales
que (rooo€o1) T = T, es decir, la primera triada en la permutaciéon que forman a partir de 7 es 7 misma, por
lo que ha de regir la implicacién: [(roeoo€o1)(r1€10€11)(r2€20€21)(r3€30€31)] € Cuarg(T) = €01 = 0.

Observacion 4.1 Las siguientes aseveraciones son verdaderas:

e Si una cuarteta estd en Cuar(X) cualquier variacion de las entradas en terceras posiciones también
estard en Cuar(X), es decir,

(7”0500801)(7“1510811)(7“2620521)(7“3530531) € Cuar(Z) =
V(So, 51, (52, (53 € Zs : (7‘0500(50)(7‘161051)(7’2520(52)(7"353053) S Cuar(E)

(pues estos cambios s6lo conllevan cambios de sentido en las ternas).

e Sip es una cuarteta en Cuar(X) entonces toda permutacion de sus cuatro componentes estd también
en Cuar(X). Por tanto, card (Cuar(X)) es un mailtiplo de 384 = 16 -24 = 21 . 41.

Igualmente, si T es una triada, card (Cuar(7)) es un multiplo de 384.

e Si p es una cuarteta en Cuarg(7) entonces toda permutacion de sus tres ultimas componentes estd
también en Cuarg(T). Por tanto, card (Cuarg(7)) es un multiplo de 48 = 8 -6 = 23 - 3!.

Observacién 4.2 Parar = 3, se tiene que Cuar(3+4,3,3+7) =0 y Cuar(3+3,3,34+7) =0, es decir para
las correspondientes triadas mayor y menor, no hay cuartetas que den permutaciones de Tg.

Dada una triada 7 se tiene la relacién siguiente en (Zio x Z3)*:

Vpo = (ro00c01), p1 = (T1€10€11) € (Z12 x Z2)* se define pg ~ p; si al escribir, como en (15),

700 701
T10 T11

T) = & T) =
U= | 70| &= |
T30 T31

se ha de tener que la triada 7;9 coincide con 741 o bien con rev(7;).
Entonces ~ es una relacion de equivalencia y ha de valer:
214 . _ _
Vpo = (rogooo1), p1 = (r1€10€11) € (Z12 X Z3)* = [po~p1 <= ro=r1 A €00 = €10)-

Asf pues, salvo esta equivalencia, en lo sucesivo podemos omitir los terceros indices en cada funcién ¥ (,.e,)
para referirnos sélo a v),.,) e identificar al conjunto Cuar(7) con su respectivo Cuar(7)/ ~.
Ahora, recordemos las funciones Gy, definidas en (7). Para (r;g:0), (rj€j0) € Z12 X Zg vale

(Tj,&j()) = G55051 (’I‘i76i0) = Seyo =TT A 0= €50 + €0, (16)

y esta ultima relacién sélo determina uno de los dos valores sq, s1.



Si para una triada 7 se tiene (rgeg)(r1€10)(r2620)(3€30) € Cuar(7) entonces existen transformaciones de
la forma Gy, s, tales que vale el diagrama

G510
(7"0500) wl(ﬁﬁm)

G535305311 IG‘SzSzoszl

(7“3530)G'—> (roga0)

84540541

Ademis, bajo algunas condiciones en los “signos” ¢ se puede establecer algunas relaciones entre las funcionesG.
Por ejemplo, si €39 # €gp entonces podria tomarse Gg, 5,051, = G,454054, cumpliendo con (16).

5 Graficas de semitonos

Mediante las operaciones riemannianas se define la gréfica Gr = (Z12 X Z2, A,n) donde A C (Z12 ¥ Z2)2 es
el conjunto de aristas dirigidas que consta de las parejas ordenadas ((rg, o), (r1,€1)) tales que

3’(/1 S {P7L,R} : ’(/J(T(),Eo) = (7‘1,61) (17)

y tal arista se etiqueta con 1. La aplicacién n : A — {P, L, R} es pues la de etiquetado. De hecho, como
P, L, R son involuciones, se puede considerar a las aristas como bidireccionales, o de manera més convencional,
a la grafica Gr como una sin direcciones, o adirigida. Las trayectorias en Gr corresponden a palabras en
{P, L, R}*: a cada trayectoria se la asocia la concatenacién de las etiquetas de las aristas que la conforman, y
dada una palabra y un punto inicial (rg,e9) € Z12 X Zs la palabra determina la trayectoria que parte del punto
inicial y va aplicando una a una de manera consecutiva, las operaciones que la conforman. Formalmente, se
define la accién (de semigrupo)

TranR : {P,L,R}* X (Zlg X Zg) — Zlg X ZQ
de manera recursiva haciendo
Y(r,e) € Z12 X Zo : Trang(nil, (r,e)) = (r,e) A Trang(V,(r,e)) = ¢ (Trang (¥, (r,€)))

donde nil es la palabra vacia. Escribiremos, de manera més corta, ¥(r,e) := Trang (¥, (r,¢€)).
Para dos elementos (rg, &), (r1,€1) € Z12 X Zo definimos

Tr ((7‘0,60), (Tlaal)) = {\IJ € {PvaR}*| \I/(’/‘(),E()) = (7‘1,81)}7

o sea el conjunto de todas las trayectorias que van del elemento inicial (rg,ep) al elemento final (rq,e1).
Ya que el diccionario {P, L, R}* es infinito y card (Z12 X Za) = 24, se tiene que Tg ((ro,€0), (r1,€1)) €s un
conjunto infinito. Naturalmente, este conjunto queda descrito mediante una ezxpresion regular en el lenguaje
{P,L,R}*.

Podemos extender estas definiciones a todo el grupo G definido en (??). Sea G¢ la gréfica obtenida como
en (17), considerando G en vez de {P, L, R} solamente. Asf se ha de tener que G es una grafica dirigida y
como en (??) se define T¢ ((ro,€0), (r1,1)) el cual también es un lenguaje regular en G*. Similarmente, si
H < G es un subgrupo de G se construye la gréfica Gy y para cualesquiera dos elementos (rg,€q), (r1,€1) €
Z1o X Zs el lenguaje Ty ((ro,€0), (r1,€1)). Observamos que siendo H y G grupos, la composicién de dos
funciones en ellos es un elemento en ellos. Por tanto, cualquier trayectoria en T¢ ((ro,€0), (r1,£1)) puede ser
sustituida por una sola arista, de (rg,e9) a (r1,e1).

La composicion basada en gramaticas pretende generar gramaticas formales que caractericen a las trayec-
torias en las graficas descritas que a su vez describan mejor temas pertenecientes a ciertos géneros musicales.
Bien que aqui sélo nos hemos referido a gramaticas regulares, bien puede considerarse como alternativas
algunas otras en la Jerarquia de Chomsky.



6 Procesos markovianos

Sea & C Zi2 X Z2 un conjunto no vacio. Mediante las correspondencias en el diagrama (2), ® puede verse
como un conjunto de triadas o como un conjunto de semitonos. Asi, card (®) < 24, y sea F' un conjunto de
funciones ® — ®. Para fijar ideas, se podria tomar ® = M, como se vi$ en la seccién 2, y F = {P, L, R}
el conjunto de operaciones riemannianas. Sea Gr = (®, A) la correspondiente gréfica, segiin se definié en la
seccién 5. Para cada 7 € ® sea Vecp(7) = {11 € ®| 3¢ € F': ¢(7) = 71} la vecindad de 7 en Gp.

Un proceso markoviano en ® queda determinado por una matriz P = (pmn)mﬁecpxé donde

Vrom1 € ® x & : (Probabilidad de pasar a 7 estando en 79) = pr,r, € [0,1].
Por tanto,
e Vo edVr €®: pryry €[0,1] A [11 & Vecp(T) = pryr, = 0]
o Ve d: Zneq, Dirom = 1, es decir, la suma de las entradas en cada renglén de P es 1.

Enumérese ® = [t;]*'0") ™" Un paseo markoviano es una sucesién (p,),,oy € @ tal que py € ® es una

triada inicial y Vn > 0, p,41 resulta del proceso siguiente:

1. wpo := 0 ; para cada j € [1,card (®)] vnj = pr.t;_, ;

2. para cada j € [0,card (®) — 1] I,,; := [Zi:o Unk, Zi:o Unk + Unjt1] 5

3. témese x € [0, 1], un nimero real elegido aleatoriamente con distribucién uniforme ;
4. sea j € [0, card (®) — 1] el tnico indice tal que x € I,,; ;

5. dése como resultado pp41 :=1;

Algunas variantes consisten en considerar la matriz P dependiendo del tiempo, dando lugar a series de
tiempo, precisamente.

Alternativamente, en vez de considerar probabilidades de transicién entre triadas, podria considerarse
probabilidades sobre los propios paseos aleatorios generados, lo que da lugar a cadenas de Markov y variantes
suyas.

De esta manera, se busca a caracterizar a los sistemas markovianos que ajustan mejor a alguna coleccién
de temas musicales.
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