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Resumen

Presentamos inicialmente el modelo de Kermack y McKendrick o SIR, por dividir a la poblaciéon en
individuos susceptibles, infecciosos y recuperados. Esta modelos estd basado en ecuaciones diferenciales
simples que modelan el transito de individuos entre las clases mencionadas. Presentamos ahi algunas
variantes consistentes otras clases suplementarias de individuos. Después presentamos algunos modelos
muy sencillos que son los més utilizados en la préctica, el primero de crecimiento exponencial para los
infecciosos, y el segundo, el modelo de Richards considera de entrada una poblacién cerrada de individuos,
por lo que es necesario conocer el nimero total de ellos con anticipacién. Presentamos después una
variante original de un modelo de propagaciéon dinamico del tipo de sistema probabilista de transicién o
de grafica aleatoria.
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1 Modelos simplificados

1.1 Factor basico de reproduccién R,

Sea R( el numero bésico de reproducciéon que puede pensarse como el nimero de individuos susceptibles
contagiados por uno infeccioso. Sea t, el tiempo de incubacion.
Si se supone Ry constante, al tiempo m - ¢, el nimero de contagiados habrd aumentado en un factor

m 1_Rm+1
Tm:ZRg: lf%fo .



Si Ry varia con el tiempo, digamos Ry, es el ntimero basico de reproduccién vigente en el periodo
m-ésimo, o sea | max{0, (m — 1)}t,,mt,] siendo Roo = 1, el factor de crecimiento sera

.y ( R)

p=0 \v=

Si ¢, es el nimero de nuevos casos infectados en, entonces el nimero total de infecciosos a lo largo de la
pandemia sera
m
by = E Cpy-
=0

Sea F' € [0,1] la tasa de fatalidades entre los infecciosos: un porcentaje (100F)% de entre los infecciosos
fallece en tanto que 100(1 — F)% se recupera, es decir, sana. El ntimero total de decesos en la pandemia ha
de ser

D, = zm:Fc# :Fzm:Fc# = Fi,,.
n=0 n=0

Si F' varia con el tiempo, digamos F), es la tasa de fatalidades vigente en el periodo m-ésimo, el nimero
total de decesos en la pandemia ha de ser

D, = zm:FMcH =Gn i %cu con Gp, = iFw
u=0 u=0 ™M u=0

1.2 Modelo de Richards

Este modelo se presenta en [5]. Utilizaremos la notacién en la seccién 1.1. Sea t — I(t) una medida de los
infecciosos y sea F' : R™ — R* una funcién determinada por las decisiones de control de la epidemia. Se ha
de tener

dI I 1
E(t):TFOI(t) con r:t—lnROER+ y Rg=¢em, (1)

n\"\ Ng
FNDa:n’—)<1—<]VO>) :]\/1317—071‘1 con GER+.

En la Figura 1 se bosqueja algunas de estas funciones para diversos exponentes a. Como se ve, Fi,q(0) =1
y en n = Ny, Fi, tiene un polo, una singularidad. Naturalmente el dominio de interés es [0, Ny[. Se tiene:

Y

n(l1+a)—N§(l—a) 1
(Nél _ na)S na+2

AFyoa o 1 1 P Fy,
dn (n) = NG a(N(‘)‘ — ne)2 potl dn?

(n) = Nga

asi pues, la segunda derivada se anula en el punto N, € R tal que N2 = Né‘ifi y se tendra N, > 0 toda
vez que a €]0, 1].

En consecuencia, si 0 < a < 1, Fi,q es céncava en el intervalo [0, N,], en N, tiene un “punto silla”, es
convexa de |N,, Ny[ y tiende a infinito cuando n * Ny.

Por otro lado Finyq —%¢ 7+00 1 puntualmente en [0, Ny|.

Las soluciones de (1) son de la forma

: - 1 a
t= Sy, (t) = No [1 + 6_7(t_t")} con ¢ = —ln H] - 1} .

Se considera la epidemia extinta cuando a lo largo de 3 meses, es decir, de 90 dias, no aparezca caso alguno
de infeccién, lo que ha de ocurrir en el tiempo

to+90
teargmin{/ (NOS(t))dt<1}.

to to



L 1,2,5 respectivamente.

Figure 1: Gréficas de las funciones Fi,q, con Ny = 10 en el intervalo [0, Ng — Ny 1]. De izquierda a derecha
10°

se muestran las correspondientes a a =

1.3 Modelo continuo exponencial

La poblaciéon de una cierta comunidad varia con el tiempo como

dN .z rt
(t) =rN(t) con solucién N :t+— N(t) = ce™.

(2)

dt
donde ¢ € R es una constante de integracién. En tiempo discreto, ¢y = tg + kh, con Ny = N(tx), por el

Teorema del Valor Medio se tendra
dN
Nk:+1 — Nk: =~ hﬁ(tk) = (hT)N .

O sea Npy1 ~ (1 + hr)Ny. Para h = €=L se tendrs, a grandes rasgos N1 = €Ny, lo que refrenda que la

(3)

solucién tiene un crecimiento exponencial: Ny ~ e"*N(0).

Otra modelacién es la siguiente
dN N(t)
= (t) = 1——=|N({)=foN(t
a0 = (1- 32 ) ¥ = o
donde N, es el méximo de la poblacién en el intervalo de tiempo considerado, rj; es proporcional a la tasa

de variacién de N en ese puntoy f:n+— f(n)=ry (1 — NL> n. La solucién tipica de (3) es
(4)

eCNooFrut

Nt N(t) = Noo oy
eNoo
= 1>Nooy

donde ¢ es una constante de integracién. Puede verse que, en efecto, vale (3), N(0) = Neo vz
= N4 . Las dos primeras

N(0) estard més cercano a N4, en tanto que ¢ sea més grande, y limy_, oo N (1)
TQNOOecNOC+th (€CNoo+7’Mt + 1)

derivadas de la solucién son
dN NoetNootrmt d?N
VteR": 7(75):*“/[ - 2 5 (1) = 3

dt (eeNootrart — 1) dt (ecNootrart — 1)

En tiempo discreto, tx = to + khg, con Ny = N(tx). Tomando pasos variables hy = 1 — (i + ]Jy—o’fo), se

podria escribir

’r‘]u(17£) eCNoo
Nk+1 =€ Neo N(O) con N(O):NOOW

El comportamiento de las soluciones en (2) y (4) son disimiles. Denotemos por Ny la solucién en (2) y por ¢
a su constante de integracién, de igual manera denotemos por N; la solucién en (2) y por ¢; a su constante
e

(5)

de integracion. Consideremos la interpolacion
rt
(1 _p)N()(t) +pN1 (t) = m (pNooeclNoo — C()(l — p) [1 — €C1N°°+T‘t})

Np:t—



cuya derivada es

dN,, re’t

dt ()= (ec1Nootrt — 1)2 (00(1 -p) [eCINDOJth [QCINOOMt - 2] + 1] *pNooecle) .

En el punto inicial, £ = 0 se tiene

dN, r
—2(0) = ——— (co(1 — p) [erN= [erNeo — 9] 4 1] — pN e NVee

i (0) (601Noo,1)2(0( p)[ [ } ] DPNoo )

y este valor, por lo general, serd no-negativo, a menos que p = 1. Esto significa que inicialmente N es
creciente, en las raices de 4N tendrd valores extremos y posteriormente, lim;_, 1 oo N(t) = Noo.

dt
La funcién N, dada depende de los pardmetros p,r, N, co,c1 por lo que se deberfa escribir N, =

NprNescoey- Asi pues, dada una muestra de valores M = ((ti,ni))fgol, donde se quiere que Vi € [0,k — 1]:
N & NprN_.cocs (£:) se ha de localizar los pardmetros p, r, Noo, ¢o, ¢1 mediante cuadrados minimos.

Problema 1.1 (De cuadrados minimos) Sea N, : R — R wuna funcidn continua que depende de los
pardmetros p € R™. Supongamos dada una muestra de valores M = ((ti7ni))f;01, donde se quiere que
Vi € [0,k — 1]: n; &= Np(t;). Se define los vectores (columnas) Np = (Np(ti))i.:ol yn= (ni)fz_ol, asi como

k-1
D(Np, M) = |[Np — M||* =Y [Np(t:) — ni*.
i=0
Calciilese pg = arg min, D(Np, M).

2 Modelo de Kermack y McKendrick

Presentamos este modelo siguiendo la exposicién en [1]. El modelo de Kermack y McKendrick se propuso en
el primer tercio del S. XX.

2.1 Modelo SIR

En todo momento, la poblacién se divide en tres clases: S, consistente de los individuos susceptibles, I,
consistente de los individuos infecciosos y R, consistente de los individuos recuperados. En cada instante
t € RT, S(t), I(t) y R(t) denotan los nimeros de individuos de esos tipos, respectivamente, o con fines de
asociarles valores reales, de medidas.

El modelo SIR queda establecido por las ecuaciones

weR: B0 = sty 1) A %(t):rOS(t)I(t)—SOI(t) A %

= () =s0T(t).  (6)

A grandes rasgos, si N(t) = S(t) + I(t) + R(¢) es la poblacién total, rg es la tasa de individuos contagiados
por uno ya contagiado y sg es la proporciéon de recuperados entre los infecciosos, entonces

e el decremento de los susceptibles de contagio varia como roN (t) % I(t) =7 S(t) I(t),

e el incremento de los recuperados varfa como sg I(t).

e el incremento de los infecciosos varia segun se incrementen los susceptibles o se decrementen los recu-
perados.

Sea U(t) la medida (o ndmero) de los individuos que se mantienen como infectuosos habiendolo sido previa-

mente. Entonces 2 (t) = —soU(t) por lo que, necesariamente V¢t > 0 : U(t) = U(0) e~** o sea % = e %0t

lo que determina una densidad de probabilidad con media fR+ e Sotdt = s L'y éste es el tiempo esperado
de duracién de la epidemia.



En el sistema de ecuaciones (6), R queda determinado por S e I, asi basta considerar el sistema

as

VteRY: — ()= -1 SEH)I(t) A

dt

dl

2 (0= (ro5(t) = 50) I(2).

(7)

Naturalmente, S e I no pueden ser negativas asi que cuando asumen el valor 0 se puede considerar que se
arriba a condiciones extremas del sistema (7). Para esto, el valor

Ry

= =25(0)

(8)

S0

llamado bdsico de reproduccion, es esencial para determinar el desempeno del sistema: Si Ry < 1 la infeccién
desaparece, en tanto que si Ry > 1 surge una epidemia.

Ahora, supongamos que la medida de los infecciosos se pone en funcién de la de los susceptibles, sea
J : Rt — RT tal funcién. Entonces, se ha de tener I = J o S. Expresado esto en diagramas, queda

R+ —2 - R+

\ : J
1 Y
R+
(a)

t € { tiempos } — s € { susceptibles }

-
i 1 )
i € { infecciosos }

(0)

Por la Regla de la Cadena se ha de tener V¢t > 0: 4L(t) = 42(5(t)) ‘flf (t), o escrito de manera abreviada
A _ G _(mS=s)l _ | sl _ dl
ds 45—y ST ro S dS’

dt

de donde, al calcular una antiderivada, se ha de tener que, para una constante de integracion ¢ € R:

Jis —s+2lns+ec. (10)
To
Resulta,
vseRrt: L _sol_
ds rgs

y esa derivada asumird el valor 0 en el punto s = i—g Para éste se tendra:
s s S
J<°> = (m (0) 1) 2 te
To To To

C:R")? =R, (sJ)»—)C’(s,i):i—i—s—i—Olns
0

(11)
De la relacién (10) se puede definir

(12)
cuyas curvas de nivel, o contornos, corresponderédn a los lugares geométricos correspondientes a parejas (s, 1)

que satisfacen el sistema (7). Se observa que se cumplen las propiedades siguientes:

e Para las condiciones iniciales (S(0),1(0)), el correspondiente contorno estara a la altura dada por la
relacién (12), a saber ¢ = C(S(0), 1(0)).

e En cada contorno C' = ¢, el maximo valor que puede asumir i se alcanza con s = i—gy este maximo esta
dado por (11).

e Si Ny es la poblacién inicial entonces S(0) = sg = Ny e I(0) = ig = 0, con lo que, de acuerdo
con (8), Ry :—SNO. Bajo la suposicién de que la infecciéon fenecera a la larga, se ha de tener
I = limy oo I(t) = 0. Escribamos Sy = limy_, 1o S(¢). Los puntos (S(0),1(0)) = (No,0) y
(S00; Iso) = (S0, 0) estédn en un mismo contorno, luego

No = 2210 No = C(5(0), 1(0)) = C(820,0) = Soc — 2 In Sic
0 0

r



y en consecuencia
ro InNyg—InSy

80_ NO_Soo

lo que permite estimar la razén :—2 en términos de los observables Ny y So.. También se ha de tener

_InNg —lnSooN _ In Ny —lnSoo.

Ry —
0 No— S ° 1- 35

Sin embargo estos tultimos estimativos s6lo pueden obtenerse a porteriori. Son utiles pues para realizar
tareas de diagnéstico o explicacion, mas no de pronéstico.

e Ahora bien, la segunda ecuacién en (7) puede aproximarse como I' = (roNy — s9)I, por lo que la
tasa de inicial de crecimiento de I es tg = 1oNg — sog = so(Ro — 1). Asf que, si tg y so son estimados
experimentalmente al inicio de la epidemia, se habra de tener

to

1
Toiﬁo(tofso) A R():%*l

2.2 Modelo con tasa general de contacto

En las ecuaciones (7), en vez de que rg sea constante, se le supone como una funcién de la poblacién actual:

Vn € RT: ro(n) = #, (13)

donde D : Rt — R™ es no-decreciente. Bajo la suposicién de que la tasa de contactos ha de saturarse, se
impone la condicién ‘fﬁ <0, la cual impone a su vez ro(n) +n ‘fii > 0.

0
n
En algunos modelos, D se considera de las formas siguientes

an = an
b n b
1+bn 1+bn++V1+2bn

para algunas constantes a,b € R adecuadas (en la tercera funcién, a ~ 1073).

Supongamos que de la poblacién que deja de estar entre los infecciosos, una fraccién f es debido a que
se recupera y la proporcién complementaria (1 — f) lo hace por fallecimiento. Denotemos por N : RT — R¥
a la funcién que describe la poblacion total actual. Se tiene entonces el sistema de ecuaciones

n—bn?

n+—

vVt e Rt %(t) = —ro(N(t)) S(t) I(¢) A
SO = (NS I~ s 1(1) A
AN (14)
O =—(0=Fsol(t) A
L) = s T0),

y también en este caso, la ultima estd determinada por las tres primeras. El nimero bésico de reproduccién
es Ry = pp(0), donde

S() = L (ro 0 NY(1) S(1). (15)

po it po(t) =
S0 50

La epidemia ha de fenecer si a la larga pg < 1. Derivando (15) se ha de tener

%(ﬂ B i [(TO o N)(t) %(t) +5(t) W@
- % [(To o N)(t) (—ro(N () S(t) I(t)) + S(t) %(N(t))%(t)



_ L [ ((ro o N)(#))* S(t) I(t) = S(£)(1 = f)so I(1) Z\(}(N(t))}

~ S0 10) | (00 MO + (1= oo RN 0)]

(1= f)so dro

= ——(rooN)(t)S(t) I(t) [(7“0 o N)(t) +

= Lo N0 st 1) [(ro o N)(t) + (1 - f>80’”6<N><t>>]

To

y esta derivada serd no-negativa sélo cuando (rg o N)(t) + (1 — f)so%(N)(t)) < 0. Ahora

(oo N)(O+ (1= N 2(N)(®) < 0 =
(0o M@F <~ Dsalrh o N)(©) <=
O oy

e MOE 5 (o m)

Asi pues, a menos que 7o tuviese una derivada “muy negativa”, es decir, decreciera a gran ritmo, o sea que
los susceptibles pasarian con mayor rapidez a la clase de los infeccciosos, la funcién pg ha de ser no-creciente.
Por otro lado, de (14), se tiene

B+ T =-sotty A D)= —solt - 1)

y al integrar

(S(to) + I(to)) — (S(0) + I(0)) = —sp /Otﬂ I(tydt A N(to) — N(0) = —so(1 — f) /Oto I(t) dt.

Al inicio, n = Ny es la poblacién cuando comienza la infeccién, a la larga n = ny es la poblacién restante
cuando la epidemia fenece. Puesto que S(0) + I(0) = Ny = N(0) se ha de tener

(1 — f)(S(to) + I(to) — No) = N(to) — NO O sea No — N(to) = (1 — f)(No — S(to) — I(to)).

Haciendo S = limy, 100 S(to) y suponiendo que N es decreciente asi como limy, 400 I(tg) = 0 (es decir,
la epidemia fenece), Ny — noo = (1 — f)(No — Sxo) 0 sea

(1) =0

Mo M (16)

2.3 Modelo con periodos de exposicion

Se considera aqui a la clase de individuos que “potencialmente” son infecciosos pero son asintométicos. Asi,
inicialmente Ny = S(0) + E(0) + I(0) + R(0). Se tiene ahora el sistema de ecuaciones

s

Vvt e RT : E(t) = —ro(N(t))S(t) I(t) A
Ly = roN@)SO 1)~ an B()) A
L= B0~ s0 1) A an
ity = (- Nso 1) A
1) = —rs0 1)



y R queda determinada por las primeras variables S, F, I. Este modelo se trata de manera similar al visto
en la seccion 2.2 donde la vaiable I de ahi se sustituye por E + I de este caso. Se ve pues que F tiene poca
relevancia.

Supongamos ahora que una fraccién de la poblacién asintomaética efectivamente transmite la infeccién.
Digamos,

Ve R s D (1) = —r(N(1) 50) (1) + pi B() A
Wty = ro(V) S0) U10) + pi BW) ~ a5 BH) A (18)
dl

E(t) = qeE(t)—s0l(t)

En este caso se tendré que el nimero bésico de reproduccién es Ry = p;1(0) donde

1 1
prit e pr(t) = — (100 N)(B) N(£) + 22 (1o 0 N)(t) N(t) = [ - pE} (ro o N)(t) N(t). (19)
S0 dE S0 4k
Integrando las ecuaciones para 4L (¢) y 4Y(t) en (17) se obtiene
+o0
NO_SOO:qE E(t)dt
0
y de la primera ecuacién en (18) se obtiene
e 1 ds
log 5o — 1 - - >
og sp — log S /0 S() di (t)dt
—+o0
= [ @)+ e E@) (20)
0
suponiendo que 7y es decreciente y que I(t) ~ 2 E(t) se ha de tener
—+o0
og 52 > moN(O) [ 100+ pe B d
e 0
dE e
~ 0oL pe| [ B0
50 0
Soo
- P 4
o[- 55+

de donde se obtiene un estimativo del valor a la larga S.

2.4 Modelo con tratamientos

En el modelo SITR, donde la “T” aparece por “pacientes tratados’, la variacién de los segmentos de poblacién
se determina por las ecuaciones

as

vie Rt W0y o () S0) 10) +pr T () A
Ly = rolNW)S) [10) +pr 7] — (50 +m) 1(1) A
(21)
1) = —mr 1)~ 0 T() )
dN

() === s I(t) = (1 = fr)ar T(t)



En este caso se tendré que el nimero bdsico de reproduccién es Ry = p2(0) donde

1 m;  PE PE 1
= t) = + — | (rgo N)t)N((t)=|14+mj—| ———(rgo N)(t) N(¢ 22
pai 0 nlt) = | b L (0 W) V) = 14 22| oM N (22)

(compérese las expresiones (15), (19) y (22)). También puede verse que vale la cota (20).

2.5 Modelo con aislamiento y cuarentena

Este es un modelo més apropiado para epidemias del tipo del Sindrome Respiratorio Agudo Severo (SARS:
Severe Acute Respiratory Syndrome). Entre las caracteristicas de esta epidemia estdn una propagacién
rapida, al aparecer los individuos susceptibles tienden a guardar distancia por el riesgo de contagio, existen
vacunas para ciertos tipos de influenzas, los casos diagnosticados pueden ser aislados, y revisar a sus contactos
cercanos, hay infecciosos asintomaticos y hay riesgo de propagacién en hospitales.

Se introduce aqui las clases @) de individuos en cuarentena y J de individuos aislados. Resulta entonces
el modelo SEQIJR:

vt € RY : %t) = —ro(N (1) S(t) [I(t) + pp E(t) + pepg Q(t) +p.1 J (1)) "
%(t) _ TO(N(t)) S(t) [I(t) +pE' E(t) —|—pEpQ Q(t) +p.] J(t)] - (QE + mE) E(t) A
%(t) = mEE(t) —4qqQ Q(t) :
%(t) = qeE@) — (s1 + m1) I(?) roE)
%(t): a0 Q(t) +my I(t) — sy J(t) :
%(t):—(1—f1)811(t)—(1_fJ)5JJ(t) .
dR

E(t) = frsi I(t) + fs55 J(t)
Al igual que antes, R queda determinado por I y J.

El pardmetro relevante aqui es el nidmero de control de la reproduccion (control reproduction number) R,
el cual se calcula como R, = p3(0) donde

m m m
qr +prE E+ bsgqrmy pbagmy

p3:t— p3(t) = —— |pe +
®) me +qg my + sy qQ sy(mr+sr) 57

(roo N)(t) N(t)  (24)
(compadrese las expresiones (15), (19), (22)) y (24)).

Los pardmetros m; y mg son de control en tanto que pg y ps dependen de cudn estrictos son la cuarentena
y el aislamiento.

Poniendo a E, @, I y J en términos del S y N de las ecuaciones segunda, tercera, cuarta y quinta en (23)
se tiene el sistema lineal de ecuaciones

E E
d | Q Q
SO (25)
J J
donde
peTo(N(t) S(t) — (ge + mE) pepero(N (1)) S(t) ro(N(t) S(t) psro(N(t))S(t)
M(t) _ mpg —qQ 0 0
qE 0 —(8[ + m[) 0
0 q9Q mr —SJ



El polinomio caracteristico de M (t) es de la forma Pyy)(X) = X*+ Z?:O ¢;(t)X* donde c3(t) es el negativo
de la traza de M(t) y co(t) es un multiplo positivo de 1 — p3(t). Por tanto, co(t) y 1 — p3(t) tienen el mismo
signo. Asi, si p3(t) > 1, el coeficiente cy(t) es negativo y, en consecuencia, ha de haber un valor propio
positivo y para una configuracién igual al vector propio correspondiente se tendra una solucién de (25) que
crece exponencialmente. En cambio, si p3(t) < 1, el coeficiente ¢y (t) es positivo y, en consecuencia, todos los
valores propios han de poseer partes reales negativas, lo que hard que toda solucién de (25) tienda a anularse

exponencialmente.
Por otro lado, inicialmente se tiene

No=N(0)=S(0)+E0) A 0=Q(0)=.J(0) = I(0).

Se ha de suponer
Et) — 0 A Qt) — 0 A It) — 0

t——400 t——4o00 t—+o00

Al sumar la primera ecuacién con la segunda en (23) y al integrar se obtiene

+oo
No — S = (ge + mEg) E(t) dt
0
Al integrar la tercera ecuacién en (23) se obtiene
—+oo +oo
mg E(t)dt =qqg Q(t)dt
0 0
Al integrar la cuarta ecuacién en (23) se obtiene
+oo +oo
qE E(t)dt = (s +my) / I(t)dt
0 0

Al integrar la quinta ecuacién en (23) se obtiene
+oo

“+oo “+oo
qQ ) Q(t)dt:SJ/O J(t)dtfm]/o I(t)dt

Al integrar la sexta ecuacién en (23) se obtiene

+o0 +oo
NQ—NOO:(l—f[)S]/O I(t)dt+(1—fJ)8,]/0 J(t)dt

Sustituyendo (27) y (28) en (29) se obtiene

+o0 too
s / () dt = mps; +memr + ggmy E(t) dt
0 Sr+my 0

Sustituyendo (28) y (31) en (30) se obtiene

(1= fr)sr+ (1= f1)(mps; + memy + qgmy) [+
sy +my) 0
(U= fr)sr+ (1= f7)(mgsr + mpmy + qemy)
— (No —
sy +mr)(qe +mg)

No — Ny

De donde se obtiene una expresién similar a (16):

(1 — f])S] + (1 — fJ)(mES] +mpmy + qu[) _ Nog — No
s;+mr)(qe +mpg) No— So
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E(t) dt

Soo)

(26)

(29)

(31)

(32)



3 Un modelo dinamico

Ha habido diversos modelos de pandemias [3, 2] propuestos como sistemas de transicién [4]. Presentamos
aqui un modelo alternativo propio, inspirado en aquellos pero con caracteristicas propias: Consideramos
tanto transiciones en los modelos clasicos del tipo SIR como las gréficas de contacto y de contagio.

Sea V el conjunto de individuos en una localidad donde se desarrolla una epidemia. En todo momento,
se tiene una particion de V en las clases siguientes:

e S: la clase de susceptibles, individuos que pueden contagiarse,

e A: la clase de asintomadticos, individuos que se han contagiado pero no presentan sintomas,

e [: la clase de infecciosos, individuos que se han contagiado y estan enfermos,

e RR: la clase de recuperados, individuos que habiendo sido contagiados, superan el contagio y sanan, y
e [: la clase de fallecidos, individuos que han muerto por la enfermedad.

Consideramos inicialmente una grafica (no-dirigida) de contactos, Gr = (V, Ar) donde los nodos son los
individuos y A7 € V) consta de las aristas consistentes de parejas de individuos con cercania geogréfica,
familiares o de trabajo. La distancia entre dos nodos es el nimero de aristas de las que consta el camino més
corto que los une en la gréfica, adirigida, Gr. Para cada v € V sea Vec(v) = {u € V| uwv € A} la vecindad
de v en esa gréfica de contactos, es decir un nodo u es vecino de v si esta a distancia 1 de v.

Sea @ = {S,A,I,R, F} el conjunto de estados que puede asumir cada nodo, o de clases en la que estén
los nodos. En cada momento ¢ se tiene una funcién de asignaciéon: o; : V — @ que a cada nodo le asocia un
estado en el tiempo t. Se dice que el individuo v € V' “es” o¢(v) al momento t.

Se le da a la grafica una estructura de transicion probabilista. Para cada momento t, cada nodo v € V,
para todos x,y € ) sea

Potay = Pr{oi11(v) =y|o¢(v) = a} : probabilidad de pasar a y estando en x.

La correspondiente matriz de transicién es Pyy = (Pytay) Las entradas de la matriz de transicion se

evaliian como sigue:

z,YeQ"

e “Si el individuo es susceptible, s6lo puede ser contagiado por un vecino infectado.” O sea, si o;(v) = S,
entonces
Ju € Vec(v) : Ut(u) € {A7I} = DutSS +pvtSA +pvtSI =1.

e “Los asintométicos pueden seguir siéndolo, o pasar a ser infecciosos o repuestos” pytaa+Put Al +PutAR =
1.

e “Los infecciosos pueden seguir siéndolo, o pasar a ser repuestos o fallecidos”: pytr; + Potrr + Potrr = 1.
e “Los recuperados sélo pueden seguir siéndolo”: pyirr = 1.
e “Los fallecidos s6lo pueden seguir siéndolo”: pyipp = 1.

Se tiene pues la matriz de transicién de la forma

DutSS DutSA  PutSI 0 0
0 puwtaA DPutAl Duiar 0
Py = 0 0 DutII  PutIR  DotlF
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Ya que P,; es una matriz triangular superior, sus valores propios son los que aparecen en la diagonal. En
tanto que las probabilidades de transicion efectiva, las mostradas en la Figura 2, sean pequenas, los valores
propios de P,; seran més cercanos a 1, lo que denota una situacién de equilibrio o estable. Conforme crecen
las probabilidades de transicién efectiva, cada individuo habra de padecer la epidemia para finalizar, ya sea
sano o fallecido.
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Duts

DPutSrI

Figure 2: Diagrama de transicién entre estados.

El diagrama de transicién correspondiente a la matriz P,; se muestra en la Figura 2. Las probabilidades
en la diagonal son las de quedarse en un mismo estado. Para todos x,y € Q denotemos por x a la transicién
que va de z a x mismo y por xy a la que va del estado x al y. Asi, toda ruta para ir de S a cualquiera de
los estados finales se expresa mediante la expresién regular

PS(r+F) = S"SAA"AR + S"(SAA"AI + SI)I*(IR + IF).
En particular, se puede distinguir las clases siguientes de trayectorias:
e De susceptible a fallecido: pgrp = S*(SAA*AT 4 SI)I*IF.

e De asintomético a recuperado: pap = A*(ALI*IR + AR).

e De asintomadtico a fallecido: pap = A*ATI*IF.

e De infeccioso a recuperado: pyr = I*IR.

e De infeccioso a fallecido: pyp = I*IF.

Cada transicién de un estado a otro, o si se quiere, cada expresién regular, determina una probabilidad. Asi
por ejemplo Pr{S*} es la probabilidad de que un individuo no padezca de ningin contagio, la condicién
Pr { PS(R+ F)} = 1 indica que todos los individuos han de pasar por la epidemia, finalizando cada uno como
recuperado o fallecido, y la condicién Pr{S*} + Pr{S8*SAA*} = 1 indica que la epidemia no tiene infecciosos
pero si se mantiene en estado latente: hay individuos contagiados pero asintomaticos.

Para ilustrar el cdlculo de probabilidades, vemos que la probabilidad de recorrer una trayectoria del tipo
S*SAA*AR es

t—1 A—1
b= [H pv7t+ﬁ7SS‘| Puv,t+1,5A |;IT[ pv,t«kHwe,AA] DPvt+i1+MAR- (34)

k=0 k=0
Suponiendo que las probabilidades involucradas en (34) se mantuvieran constantes en el transcurso de la
ruta:

L A
D = PytssPutSAPyt AAPvtAR,

y en este caso, la probabilidad de arribar al estado R segtin S*SAA*AR es

+oo +oo
. A . 1 1
vatSS DutSA vatAA PutAR = 7 DPutSA DutAR
ppre = — DutSS I —potaa
PutsA PutAR

DotsSA + DutST DotAR + DutAl
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De manera similar se calcula la probabilidad de arribar desde cualquiera de los estados de asintomaticos
o infecciosos a uno terminal, ya sea de recuperacion o de fallecimiento. Sea pues p,;r la probabilidad de
arribar desde A o I a F'y sea p,r la de arribar desde A o I a R en algin tiempo futuro:

p,,tE:PI'{pAE+p1E} con F € {R,F} (35)

Como es usual en modelos probabilistas, supondremos que p,;g tiene una funcién de densidad exponencial,
fe :RT - RY t s fp(t) = e £t donde \p ~ n% € RT es el inverso multiplicativo del ntimero esperado
ng € Z* de individuos que “pasan” la epidemia recuperandose, si £ = R, o falleciendo, si £ = F.

Por otro lado, para cada tiempo t € Z*, sea Gy = (V, Acy) la grifica dirigida cuyos nodos son los
individuos y Acy C V2 consta de las parejas ordenadas (u,v) tales que u ha contagiado a v antes o en el
tiempo t. Para cada u € V tal que o4(u) € {A, I'}, sea py1s la probabilidad de que el individuo u, asintomé&tico
o infeccioso, contagie a uno susceptible. Naturalmente, se ha de tener:

VoeV: [Ut(s) =5 = pusa+Pust = Y Apuslu € Vec(v) Aoy (u) € {4, I}}} . (36)

Con fines de simplificar la modelacion, supongamos que es uniforme y no depende del tiempo la probabilidad
de que un contagiado contagie a alguien que no lo sea, es decir

Ips €0, 1]Vt € ZTVu eV : [o4(u) € {A, I} = pus = pJ].
Entonces la condicién (36) queda
YoeV: [ot(s) =8 = pPutsa + pursr = pycard {Vec(v) N U;l{Aa I}}] . (37)

Sing; € Z* es el valor esperado del niimero de contagiados en contacto directo con un individuo susceptible,
es decir n,y = E (card { Vec(v) No; '{A,1}}) entonces la condicién (37) queda

Yo eV [o4(s) =5 = Dutsa + Dutst = D) - (38)
Pues bien, se tiene:
ngypJ > ArPr + Arppr = la pandemia se expandird, (39)
negps < Arpr + AFppr = la pandemia se extinguird o quedard en latencia. (40)
Por otro lado,
VoeV: [ous) =5 = puss ~ (1 —ps)™], (41)

Asi pues,
(I =pn)™ +pines =1,

lo cual establece condiciones entre ny y ps.
Considérese pues la aplicaciéon polinémica respecto a p, pero exponencial respecto a n:

gn:p— (1 —p)" +np— 1
Se tiene que para toda n > 2, p = 0 es una raiz de multiplicidad 2 del polinomio g,,, sin embargo, ya que el

primer sumando de g,, tiende a 0 en |0, 1] més rdpido que el resto cuando n aumenta de tamafo, habrd una

rafz de g,, distinta de cero en ]0, 1] y ha de tenerse p ~ n~1.
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